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Розглянуто еволюцію порожнин несферичної форми в рідині. Запропоновано математичну мо-
дель динаміки порожнини в рідині. Визначено форми еліпсоїдальної порожнини і їх залежності 
від моменту часу з урахуванням впливу поля сили тяжіння. 
Вступ 
Поведінка порожнини сферичної форми в рі-
дині вивчена досить добре і є декілька математи-
чних моделей, які тою чи іншою мірою врахову-
ють вплив реальних властивостей рідини на по-
рожнину [1]. Але. якщо форма порожнини не 
сферична, то розрахунок динаміки такої порож-
нини є досить складним і тому тривають пошуки 
більш простих математичних моделей, придат-
них із задовільною точністю описати процес де-
формування таких порожнин. 
Аналіз досліджень та мета статті 
Дослідження течій навколо порожнин вико-
нуються у рамках тих чи інших математичних 
моделей рідини [1–4].   
Модель, яка найбільш адекватно описує осно-
вні закономірності течій, як правило,  пов’язана з 
використанням рівнянь Нав’є – Стокса, котрі до-
зволяють досить повно описати дію в’язких сил.  
Але ці рівняння  складні, мають різні розв’язки в 
різних діапазонах зміни чисел Рейнольдса і не 
завжди їх застосування є доцільним.  
Як показано в праці [5], за певних умов можна 
побудувати хоча і менш точні, але значно прос-
тіші математичні моделі. Доказом цього можуть 
бути праці [6; 7], в яких описані експеримен- 
тальні дослідження і розрахунки на основі по-
тенціальної теорії ідеальної рідини. Спираючись 
на результати цих досліджень, у статті зроблена 
спроба описати еволюцію початково еліпсоїда-
льної порожнини в рідині з урахуванням дії поля 
сили тяжіння. 
Постановка задачі 
Серед властивостей рідини, які найбільш сут-
тєво впливають на поведінку порожнини, у пер-
шу чергу треба назвати вагомість рідини, повер-
хневий натяг та її в’язкість. Якщо вплив цих сил  
на поведінку порожнини не дуже значний, то 
можна побудувати математичні моделі руху по-
рожнини в такій рідині і на їх основі отримати 
розрахункові дані для побудови форми порож-
нини залежно від моменту часу.  
Проте реально це можна здійснити лише в 
рамках лінійної чи лінеаризованої теорії і прин-
ципу суперпозиції, що, звичайно, робить резуль-
тати тим більш достовірними, чим меншим буде 
прояв дії цих сил. Тому лінеаризована модель 
може бути застосована, якщо не до великих про-
явів дії сил, то до цілком помірних, тобто серед-
ніх. Одна з таких моделей запропонована в пра-
цях [3; 5]. Вона зводиться до системи диференці-
альних рівнянь відносно мод деформацій порож-
нини. 
Коротко висвітлення основні риси матема-
тичної моделі, зауважимо, що в основу методу 
покладена гідродинаміка сферичних порожнин в 
ідеальній рідині. Вважаючи потенціали цих течій 
відомими, як і форми порожнин, збурення течії 
визначають за формулами:       ,,,,, rtrtrt 0 ;       ,, tftRtR 0 ,                                    (1) 
де r,  – сферичні координати. 
При цьому збурення  потенціалу   і  радіуса  
f  порожнини можуть бути викликані різними 
збуреннями фізичної або геометричної природи. 
До них можна віднести все, що відрізняє конкре-
тну математичну модель від моделі незбуреної 
течії  00 R, , наприклад, збурення, пов’язані з 
наявністю поля сили тяжіння і поверхневого на-
тягу, стисливості рідини та її в’язкості, місцевого  
тиску, а також з різними геометричними особли-
востями течії (формою незбуреної порожнини, її 
орієнтацією, несиметричністю, обмеженістю те-
чії та ін.). 
Потенціал  збурення як розв’язок рівняння 











ta )()( , 
де )(tan – коефіцієнти, які треба знайти; )(nP – 
поліноми Лежандра n-го порядку;  cos .  
Визначаючи збурення )(tf  радіуса (1) у ви-
гляді такого самого ряду 







nn Ptftf )()(),( ,  
для функцій )(tfn  одержали нескінченну систе-

























































































































































































pp   , 
де pp,~ – узагальнений тиск в порожнині та тиск 
на нескінченності; – густина рідини;  ,1fu   – 
коефіцієнт поверхневого натягу; òë – символ 
Кронекера; We, Fr – числа Вебера і Фруда за діа-










  kppV0 ; 
g – прискорення сили тяжіння; nnn ZH ,,~  – від-
носні коефіцієнти розкладів в ряди за полінома-
ми Лежандра перепаду тиску 
 pp~ , середньої 
кривини Н і підвищення Z точки на межі порож-











1R , 2R – головні кривини поверхні та підвищення 
точки на межі порожнини над горизонтальною 










21  ; 
)(tfZ 10  ; 
2001 5
2 ffRZ  ; 
33 7











nfZ nnn    ,
)( . 
Узагальнений тиск p~  може бути обчислений 
за формулою  
  ppppp gi ; 
gZpg  ; 
Hp  2 ; 
R
Rp
 4 , 
де  ,  – коефіцієнти поверхневого натягу і 
в’язкості відповідно.  
Розв’язавши систему (3) разом з рівнянням 
Релєя (2) при відповідних початкових умовах і 
отримавши значення мод  деформацій )(tfn , 
знаходимо також потенціал швидкостей збурено-
























       Для розв’язання системи (3) необхідно мати 
функцію )(tR0 , яка є розв’язком рівняння Релєя 
(2). Оскільки аналітичного виразу функція )(tR0  
не має, то використовують числовий розв’язок 
рівняння або апроксимаційні формули, які спра-





















RVtR í)( . 
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0 ,  
де 
 pV0 . 
Знаючи потенціал  , вже неважко визначити 
тиск  на поверхню порожнини, а також  поле тис-







nn PtftRtR )()()(),( , 
можна побудувати і форму деформованої порож-
нини, яка, звичайно, буде змінюватися з часом. 
Проте для інтегрування системи (3) потрібні  
початкові умови, яким мають бути підпорядкова-
ні моди деформацій і швидкості їх зміни в початко-
вий момент часу. Ці початкові умови можна визна-
чити, якщо розглядати еліпсоїдальну порожнину як 
результат збурення сферичної порожнини. Тоді ра-
діус такої порожнини буде залежати в загальному 
випадку від  одного кута, якщо порожнина є повер-
хнею обертання, що ми і будемо припускати. Запи-










за допомогою сферичних координат  
















ce  , a < c (горизон-
тально витягнутий еліпсоїд).  






nnPrr )()( .                                             (4) 
Помножимо рівність (4) на )(mP  і проінтег-
руємо нову рівність в межах ) ,( 11 : 











Далі скористаємося тим, що на цьому відрізку 

















Виходячи з цього, маємо вирази для коефіціє-













dPandPrnr nnn  































































































eeecr ;   
Початковий радіус 00 rRí   кулі може бути 
розрахований як радіус кулі, рівновеликої з зада-
ним еліпсоїдом, тобто об’єм кулі має дорівнюва-
ти об’єму еліпсоїда:  
3 2
0 caRí  .   
Тоді функції )(00nf можна розглядати як по-
чаткові збурення сферичної порожнини з радіу-
сом 0íR . Систему диференціальних рівнянь (3) у 
цьому випадку слід доповнити такими початко-
вими умовами:  
nn rf )(0 ;                                                         (5) 
00 )(nf .                                                              (6) 
Рівність (6) означає, що початкові швидкості 
зміни деформацій дорівнюють нулю, хоча, зви-
чайно, можна було б розглядати задачу і з нену-
льовими швидкостями деформацій. 
Отже, система рівнянь (3) і початкові умови (5), 
(6) повністю визначають задачу Коші для цієї сис-
теми. Далі задачу Коші розв’язували методом Рун-
ге-Кутта з автоматичним виведенням результатів 
розрахунків на друк у фіксовані моменти часу.  
Висновки 
На рисунку, а показано форму меридіональ-
ного перетину порожнини, яка утворюється у 
колапсуючої початково еліпсоїдальної порожни-
ни з напівосями еліпсоїда 521 ,,  cba , в 
різні моменти часу: 50,t , ,,70t  80,t , без 
урахування впливу сили тяжіння і поверхневого 
натягу.  
У початковий момент часу форма меридіо-
нального перетину майже копіює форму еліпса. 
Починаючи з моменту часу 70,t , форма пере-
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тину зовсім інша. Ті струмені рідини, які обтіка-
ють частину еліпсоїда біля великої осі, направ-
лені всередину порожнини.  
При подальшій еволюції порожнини ця течія 
ще більше проникає всередину порожнини.  
Струмені рідини, які обтікають велику вісь, 
починають наче “вирізати” з порожнини її сере-
дину. Проте це відбувається вже при досить ве-
ликих збуреннях, за яких використана тут теорія 
може виявитися непридатною. 
Результати в цьому діапазоні деформацій мо-
жуть не відбивати реальної еволюції порожнини. 
Автори праці [7] вели розрахунки до того мо-
менту, коли кумулятивний струмінь “прошив” 
протилежний бік поверхні порожнини, зафіксу-
вали тороїдальну форму бульбашки.  
З часом ця початково еліпсоїдальна порожни-
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                  а                                            б 
Форми меридіонального перетину порожнини: 
 а – t = 0,5; t = 0,7; t = 0,8; б – t = 0,1; t = 0,5; t = 0,8 
 
До речі, до тороїдальної форми прямує і  
бульбашка в формі кулі при колапсі у полі сили 
тяжіння [6]. 
Зовсім інакший характер деформування має 
еліпсоїдальна порожнина ( 21  cba ; ), витяг-
нута в напрямку сили тяжіння ( 1004  We;Fr ). 
На рисунку, б показано форми меридіональних 
перетинів цієї порожнини при її колапсі в моме-
нти часу  
805010 ,;,;,  ttt . 
Збурення від сили тяжіння значно підсилені 
збуреннями, пов’язаними з несиметричністю  
форми порожнини. Добре видно прямування фо-
рми порожнини до тороїдальної форми, хоча цей 
тор дуже несиметричний. Ця несиметрія 
пов’язана саме з дією сили тяжіння. Сила Архі-
меда діє тільки знизу, хоча верхня частина пове-
рхні порожнини теж починає рухатися назустріч 
нижній частині. Проте цей тор дещо подібний до 
того тора, який відбувається при колапсі сферичної 
бульбашки і про який пишуть автори праць [6; 7].  
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